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Аннотация
Доказана асимптотическая формула в обобщенной тернарной пробле-
ме Эстермана для нецелых степеней с почти равными слагаемыми о пред-
ставлении достаточно большого натурального числа в виде суммы двух
простых и целой части нецелой степени натурального числа.
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Abstract
An asymptotic formula is obtained in generalized Estermann’s ternary
problem for noninteger powers with almost equal summands on the repre-
sentations of a suﬃciently large natural number as a sum of two primes and
integer part of noninteger power of a natural number.
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1. Введение
Estermann [1] доказал асимптотическую формулу для числа решений урав-
нения
p1 + p2 + n
2 = N; (1)
где p1, p2 — простые числа, n — натуральное число (см. также [2, 3]).
В. Н.Чубариков поставил следующую задачу. Рассмотрим уравнение (1), в
котором слагаемое n2 заменится на [nc], где c – нецелое фиксированное число.
Исследовать его при более жестких условиях, а именно, когда слагаемые почти
равны. Эту задачу мы называем обобщённой тернарной проблемой Эстермана
для нецелых степеней с почти равными слагаемыми.
Теорема 1. Пусть N — достаточно большое натуральное число, L =
lnN , c – нецелое фиксированное число с условиями
kck > 3c  2[c]+1   1 lnL
L
; c >
4
3
+L  0;3:
Тогда при H > N1  12cL 2 для I(N;H) — числа решений уравнения
p1 + p2 + [n
c] = N;
pi   N3
 6 H; i = 1; 2; [mc]  N3
 6 H
в простых числах p1, p2 и натуральном m справедлива асимптотическая фор-
мула:
I(N;H) =
18
3
1
c c
 H
2
N1 
1
cL 2
+O

H2
N1 
1
cL 3

2. Вспомогательные леммы
Лемма 1. Пусть x > x0, y > x
5
8 exp(ln x)0:67 и jj 6 x
y2
. Тогда справедливо
равенство:
S(; x; y) =
X
x y<nx
(n)e(n) =
sin y

e



x  y
2

+O
 
y exp(  ln4 lnx) :
Доказательство. Не ограничивая общности, считаем y = x
5
8 exp(ln x)0:67.
Вводим вспомогательные параметры
H =
x
y
+ y; T0 =
x(1 + y) ln2 x
y
exp(ln4 lnx);
между которыми имеет место неравенство H > T 1=30 .
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Применяя к S(; x; y) преобразование Абеля в интегральной форме и поль-
зуясь представлением функции Чебыше¨ва в виде суммы по нулям (+i), (см.
[6], стр.80) при T = T0 имеем:
S(; x; y) =
siny

e



x  y
2

 W (; x; y) +O

(1 + jjy)x ln2 x
T0

;
W (; x; y) =
X
jj6T0
Z x
x y
u 1e(u)du 6
X
jj6T0
jI()j;
I() =
Z x
x y
u 1e

u+
1
2
 lnu

du:
Оценивая интеграл I() по величине первой производной (см. [7], стр. 359),
находим:
jI()j  x min
x y6u6x

y
x
;
1
min j + 2uj

: (2)
Разбивая нули  =  + i, jj 6 T0 соответствующим образом и пользуясь 2,
получим
W (; x; y) y lnx
x
max
jT j6T0
W4; W4 =
X
T<6T+H
x: (3)
Далее, пользуясь теоремой о границе нулей (s) ([6], стр. 100), то есть
N(u; T+H) N(u; T ) = 0; если u > 1 (T ); (T ) = c1
ln
2
3 (jT j+ 10) ln ln(jT j+ 10)
;
соотношением N(T + H)   N(T )  H lnT ([6], стр. 69), а также плотностной
теоремой в коротких прямоугольниках критической полосы для нулей (s) [8],
то есть оценкой
N(u; T +H) N(u; T ) H 83 (lnT )50; H  T 722+";
получим требуемую оценку W (; x; y) y exp(  ln4 lnx). 2
3. Доказательство теоремы
Не ограничивая общности, будем считать, что H = N1 
1
2cL 2. Имеем
I(N;H) =
0;5Z
 0;5
T 2(;N;H)Tc(;N;H)e( N)d;
T (;N;H) =
X
jp N=3j6H
e(p); Tc(;N;H) =
X
j[nc] N=3j6H
e([nc]):
Разбивая отрезок интегрирования [ 0:5; 0:5] на M = [ ;], m+ = [; 0:5] и
m  = [ 0:5; ] где  = (2cH) 1L 2 отдельно оценим интегралы I(N;H) =
I(M) + I(m+) + I(m ).
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3.1. Оценка интегралов I(m+) и I(m )
Пользуясь теоремой об асимптотическом распределении простых чисел в
промежутках малой длины (см. [7]), промежуток [N=3 H; N=3 +H] при H >
N7=12 exp(lnN)0:8 содержит  HL  1 простых чисел. Поэтому имея в виду, что
H = N1 
1
2cL 2 > N
5
8L 2 > N
7
12 exp(L 0;8)
найдем
I(m+) H
L
 max
2m+
jTc(;N;H)j: (4)
Оценка Tc(;N;H) для  сводится к оценке Sc(;N1 +H1; 2H1),
Sc(;N1 +H1; 2H1) =
X
N1 H1<n6N1+H1
e([nc]);
N1 =

N
3
 1
c
; H1 =
31 
1
cH
cN1 
1
c
=
31 
1
2c
c
N
1
2
1 L
2;
которая, в свою очередь, оценивается согласно теореме 1 из [4]. Получим
I(m+) H
2
N1 
1
cL 3
:
I(m ) оценивается аналогично.
3.2. Вычисление интеграла I(M)
Найдем сначала асимптотическое поведение суммы
S

;
N
3
+H; 2H

=
X
N
3
 H<nN
3
+H
(n)e(n);  2M:
пользуясь леммой 1 при x = N
3
+ H, y = 2H. Далее найдем асимптотическое
поведении суммы
Sc(;N1 +H1; 2H1) =
X
N1 H1<n6N1+H1
e([nc]);  2M;
используя следствие 2.1 из [4]. Сводя оценку сумм T (;N;H) и Tc(;N;H) к
оценку соответствующих сумм S
 
; N
3
+H; 2H

и Sc(;N1+H1; 2H1), получим
утверждение теоремы
I(N;H) =
18
3
1
c c
 H
2
N1 
1
cL 2
+O

H2
N1 
1
cL 3

:
2
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4. Заключение
Найдена асимптотическая формула для количества представлений доста-
точно большого натурального числа в виде суммы двух простых и целой части
нецелой фиксированной степени натурального числа, при условии, что слагае-
мые почти равны.
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